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Nous e tudions les proprie te s me triques des points rationnels de petite hauteur
dans les varie te s abe liennes. Plus pre cise ment, tenant compte de la conjecture de
Lehmer abe lienne telle qu’elle a e te e tablie par S. David et M. Hindry dans (1998,
pre publications Univ. P. et M. Curie) nous avons e tendu certains re sultats de
M. Mignotte et M. Waldschmidt (1994, J. Number Theory 47, 4362) aux varie te s
abe liennes de finies sur un corps de nombres. Nous donnons une interpre tation
partiellement quantitative au principe suivant: ‘‘un point rationnel de petite hauteur
de Ne ronTate non nulle ne peut pas e^tre tre s pre s de l’origine de la varie te
abe lienne.’’  2001 Academic Press
We study the metric properties of rational points of small height over abelian
varieties. More precisely, referring to the abelian Lehmer conjecture (as stated by
S. David and M. Hindry in (1998, Pre publications Univ. P. et M. Curie)), we have
extended some results of M. Mignotte and M. Waldschmidt in (1994, J. Number
Theory 47, 4362) to abelian varieties defined over a number field. We give a
partially quantitative interpretation of the following principle: ‘‘a rational point of
small and non vanishing Ne ronTate height cannot be too close to the origin of the
abelian variety.’’  2001 Academic Press
1. INTRODUCTION, E NONCE PRINCIPAL ET PRE LIMINAIRES
Soit A une varie te abe lienne complexe de dimension g munie d’un fibre
inversible ample et syme trique F, notons /(A, F)=dim H 0(A, F). Le
groupe de Lie complexe A(C) est analytiquement isomorphe a un quotient
de C g par un re seau 1A . Cet isomorphisme est induit par l’application
exponentielle que nous notons expA . Dans les paragraphes suivants nous
allons utiliser la norme hermitienne & }&F sur l’espace tangent a l’origine
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T0(A)(C)$C g associe e a la forme de Riemann HF de F. Notons rF( p)




pour v # C g tel que expA(v)= p.
Si A est de finie sur un corps de nombres k, nous avons aussi la hauteur
canonique de Ne ronTate relative a F4 : h F : A(k )  R0 . Nous rap-
pelons que h F( p)=0 si et seulement si p est un point de torsion.
Notons h(A)=max[1, hFal(A)] ou hFal(A) est la hauteur de Faltings
semi-stable de A.
Le but de ce texte est de de montrer le re sultat suivant.
The ore me 1.1. Soient g, d, $ trois entiers rationnels 1. Il existe un
nombre re el c1=c1(g, d, $)>0 satisfaisant ce qui suit.
Pour tout corps de nombres k de degre d=[k : Q], pour toute varie te
abe lienne A de dimension g de finie sur k et munie d ’un fibre inversible F
ample et syme trique et de fini sur k avec $=/(A, F), pour tout nombre re el
C strictement positif, on a la proprie te suivante. Soit K#k un corps de
nombres de degre D=[K : Q] avec un plongement fixe dans C. Pour tout
point q # A(K ) d ’ordre infini modulo toute sous-varie te abe lienne propre de
A, de hauteur canonique satisfaisant :
h F(q)min[CD&1g, dh(A)+log D],
on a :
log rF(q)&c1C g(1+2g)(h(A)+log D)(1+ g)(1+2g)D2g(1+2g). (1)
1.1. Motivations, lien avec le proble me de Lehmer
Notons h: Gm(Q )  R0 la hauteur logarithmique absolue de Weil. Le
proble me de Lehmer classique peut e^tre e nonce de la manie re suivante.
Conjecture I. Il existe une constante c2>0 telle que pour tout
: # Gm(Q ) la condition h(:)c2D&1, ou D=[Q(:) : Q], implique que :
est un point de torsion, i.e. h(:)=0.
Dans [Do], E. Dobrowolski de montre qu’il existe un nombre re el c3>0








ou D=[Q(:) : Q], est de torsion.
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Voici les points que nous trouvons essentiels, dans la de monstration de
[Do], sous une pre sentation heuristique et non quantitative. Les para-
me tres qui suivent ne seront pas pre cise s.
Soit : un nombre alge brique de degre D, d’ordre infini et de hauteur
petite. En utilisant un lemme de Siegel on peut construire un polyno^me non
nul P # Z[X] de degre L et s’annulant a un ordre grand M en :. De
plus, P a ses coefficients de valeur absolue petite.
Nous pouvons de montrer qu’il existe un intervalle [A, B] de R2 tel que
pour tout p nombre premier dans [A, B], : p est v-adiquement proche de
: pour v place de Q(:) divisant p (on utilise essentiellement le petit
the ore me de Fermat). On peut alors appliquer un lemme de Schwarz
v-adique pour tout v divisant p et p variant dans [A, B] pour prouver que,
par le fait que h(:) est petit, le polyno^me ainsi construit P s’annule aussi
a une certaine multiplicite Mp en tout point : p pour p # [A, B]. De plus,
on peut construire [A, B] contenant une proportion de nombres premiers
suffisante pour contredire le lemme de ze ros trivial. Le facteur d’erreur
logarithmique qui appara@^t a droite de l’estimation (1.2) de pend essentielle-
ment de la distribution des nombres premiers dans les intervalles.
On voudrait montrer que le polyno^me P ci-dessus s’annule en tout point
:n pour n # [A, B] entier, ce qui e liminerait le facteur d’erreur logarithmi-
que dans (2). Le proble me est alors que :n n’est pas en ge ne ral assez pre s
de : pour toute place de Q(:). Il ne reste alors qu’a imposer des conditions
me triques pour : sur un ensemble fini de places.
Dans [Mi-Wa], Mignotte et Waldschmidt de montrent le re sultat
suivant (notons e=2.71... le nombre d’Euler).
The ore me 1.2. Pour tout nombre re el C>0 nous avons la proprie te








&2C&log max {e, DC= . (3)
Pour de montrer ce re sultat on impose une condition me trique
supple mentaire en une unique place archime dienne _ de Q(:). Si : ne
satisfait pas l’estimation (3) (donc si : est tre s pre s de 1) et a hauteur
petite, on re cupe re les multiplicite s aux points :n en utilisant un lemme de
Schwarz d’une variable complexe.
Dans ce texte nous avons mis au point un analogue pour les varie te s
abe liennes de finies sur les corps de nombres du the ore me de Mignotte et
Waldschmidt dans le groupe multiplicatif Gm ci-dessus, en fixant une seule
place archime dienne _.
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Nous avons en fait insiste sur les connexions entre la de monstration du
the ore me de Dobrowolski et la de monstration du the ore me de Mignotte et
Waldschmidt car nous avons un cadre de la situation abe lienne tout a fait
analogue.
Le proble me de Lehmer abe lien, comme il a e te pose par David et
Hindry dans [Da-Hi], est au centre de nos investigations.
Conjecture II. Soit A une varie te abe lienne de finie sur un corps de
nombres k, dote e d’un fibre inversible F ample et syme trique. Il existe une
constante c4>0 ne de pendant que de g, [k : Q] et /(A, F), telle que tout
point P # A(k ) d’ordre infini satisfait
h F(P)c4D&1g0,
ou D est le degre d’un corps de nombres sur lequel P est de fini, g0 est la
dimension de la fermeture de Zariski du sous-groupe engendre par P
dans A.
Cette conjecture a e te introduite dans [Da-Hi]. Dans [Da-Hi] David et
Hindry ont de plus de montre un analogue du re sultat de Dobrowolski
pour les points d’ordre infini modulo toute sous-varie te abe lienne propre
d’une varie te abe lienne A a structure d’endomorphisme admettant des
multiplications complexes.
Notre the ore me 1.1 constitue l’analogue abe lien du the ore me de Mignotte
et Waldschmidt dans [Mi-Wa]. Nous le de montrons en appliquant un
lemme de Schwarz ‘‘approche ’’ d’une variable complexe sur une droite
jouant le ro^le de ‘‘droite de Baker’’.
Les connexions avec la me thode de Baker ne sont pas e tonnantes. Dans
[Be], proposition 1, p. 32, D. Bertrand de montre une re sultat tout a fait
similaire a notre the ore me 1.1 sur la base des travaux plus ge ne raux de
P. Philippon et M. Waldschmidt dans [Phi-Wa2]. La nouveaute de notre
re sultat re side dans le fait d’e^tre plus pre cis pour les points qui ont une
petite hauteur de Ne ronTate. La proposition 1 de [Be] (ainsi que les tre s
ge ne raux re sultats de Philippon et Waldschmidt) est au contraire plus
pre cise pour les grandes valeurs de la hauteur de Ne ronTate.
Remarque 1. Nous n’assumons aucune hypothe se sur l’anneau d’endo-
morphismes de la varie te abe lienne A : nous analysons uniquement les
proprie te s me triques de l’action de Z sur A et notre re sultat est plus pre cis
dans le cas ou Endk (A)$Z.
Si Endk (A) a rang sur Z plus grand que 1 l’exposant de D dans
l’ine galite (1) peut e^tre ame liore : ce proble me ne sera pas poursuivi dans ce
texte, mais pour justifier notre affirmation conside rons brie vement le cas
g=1.
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Nous obtenons un exposant 23 pour D dans la majoration (1). Si A
admet des multiplications complexes sur K on peut plus simplement appli-
quer une technique alternative qui consiste a estimer des moyennes de
potentiels sur les tores complexes, introduite par M. Hindry et J. Silverman
(voir par exemple [Hi-Si]).
En re adaptant les principes de [Hi-Si] a notre situation, on peut de mon-
trer que l’ine galite (1) du the ore me 1.1 peut e^tre ame liore e pour donner un
minorant pour la distance a l’origine d’un point de hauteur non nulle
CD&1 de type :
c5(DC(dh+log D))12.
Ceci veut dire que nous obtenons une minoration pour la distance d’un
point de petite hauteur non nulle a l’origine qui est de me^me nature que
l’ine galite (3) en la de pendance en D.
D’autre part dans [Am], F. Amoroso a de montre de manie re totalement
explicite que l’exposant 12 pour D dans l’ine galite (3) ne peut pas e^tre
ame liore . Peut-on de montrer un analogue de ce re sultat de Amoroso pour
les courbes elliptiques? Existe-t-il une version conjecturale ‘‘raisonnable’’ du
the ore me 1.1 sur le mode le de la conjecture de Lehmer?
Remarque 2. Noter que le principe des tiroirs ne permet pas de choisir
un multiple d’un point K-rationnel de A de hauteur petite suffisamment
pre s de l’origine pour pouvoir appliquer le lemme de Schwarz, comme le
fait Masser dans [Ma2] et [Ma3]. En revanche on peut probablement
calculer des majorations effectives du nombre de points K-rationnels de A
de hauteur petite et proches de l’origine de A en utilisant les ide es de
[Ma2] et [Ma3].
On peut de montrer des analogues v-adiques du the ore me 1.2 pour v
place ultrame trique, ou des analogues de ce the ore me avec des hypothe ses
me triques plus faibles, mais sur un nombre de places plus grand. Ceci nous
laisse penser que de tels analogues peuvent e^tre de montre s aussi pour le
the ore me 1.1.
Ces extensions ne seront pas traite es dans ce texte.
1.2. Re duction du proble me
Notons Sg l’espace de Siegel des matrices g_g syme triques de partie
imaginaire de finie positive. Soit { # Sg et posons 1=Z g+{Z g. Pour tout
entier non nul n notons Rn un syste me de repre sentants (m1 , m2) de
(( 1n Z
g)Z g)2 ayant les valeurs absolues de ses coordonne es dans ([0, 1[ g)2.
Le groupe de Lie C g1 admet le plongement analytique (projectivement
normal) 3{ dans un espace projectif P’(C):
3{(z)=(%m, 0({, 2z))m # R2 ,
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avec
%(m1 , m2)({, 2z)= :
r # Zg
exp[2i?( 12 (r+m1) {
t (r+m1)
+(r+m1)t (z+m2))],
ou l’on a note t ( } ) la transpose e d’une matrice (tous les vecteurs sont
conside re s comme des vecteurs ligne).
Notons A({) l’image du plongement (3{): c’est une varie te abe lienne
complexe principalement polarise e. Une polarisation principale est induite
par le fibre en droites L associe au diviseur the^ta sur C g1, dont la forme
de Riemann H est de termine e par H(z1 , z2)=z1 } I ({)&1 } tz 2 (z est la con-
jugaison complexe dans C g et I ({)&1 est l’inverse de la partie imaginaire
de {).
Le groupe modulaire Sp2g(Z) agit sur Sg proprement et discontinue-
ment. Notons Fg le domaine fondamental pour cette action, de crit dans le
paragraphe 4 du chapitre 5 de [Ig]. Nous choisirons toujours les matrices
{ dans Fg .
Pour un point projectif (1 : :1 : ... : :+) # P+(Q ) notons h(1 : :1 : ... : :+) sa
hauteur projective logarithmique absolue. Nous posons aussi h(:)=h(1 : :)
pour : # Q , et si P est un polyno^me homoge ne a coefficients dans Q , nous
notons h(P) la hauteur logarithmique absolue du point projectif donne par
les coefficients de P. Lorsque { # Fg est tel que 3{(0) # P’(Q ) (i.e. A({) est
de finie sur Q ) nous e crivons aussi h({)=h(A({))=h(3{(0)).
Si A({) est de finie sur Q , notons h la hauteur de Ne ronTate associe e
a L4.
Notons r=rL . Nous de montrerons le re sultat suivant en utilisant la
hauteur na@ ve h({) introduite ci-dessus.
The ore me 1.3. Soient g, d deux entiers rationnels 1. Il existe une
constante c6=c6(g, d )>0 satisfaisant ce qui suit.
Pour tout corps de nombres k de degre d=[k : Q], pour tout { # Fg tel
que la varie te abe lienne A=A({) soit de finie sur k, pour tout nombre re el C
strictement positif, on a la proprie te suivante. Soit K#k un corps de nombres
de degre D=[K : Q] avec un plongement fixe dans C. Pour tout point
q # A(K ) d ’ordre infini modulo toute sous-varie te abe lienne propre de A, de
hauteur canonique satisfaisant:
h (q)min[CD&1g, dh({)+log D],
on a:
log r(q)&c6C g(1+2g)(h({)+log D) (1+ g)(1+2g) D2g(1+2g). (4)
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Montrons d’abord comment on de duit le the ore me 1.1 du the ore me 1.3.
Supposons pour commencer que A soit principalement polarise e.
Pour toute varie te abe lienne A, de finie sur un corps de nombres k, munie
d’une polarisation principale associe e a un fibre en droites F$, il existe une
matrice { # Fg telle que A({) est de finie sur l’extension k$ de k engendre e
par les points de 24-torsion de A (son degre est borne en fonction unique-
ment de g) et est k$-isomorphe a A (cf. p. 124 de [Da1]). Il existe de plus
un k$-isomorphisme i : A  A({) tel que i*L4$F$4. Cet isomorphisme
nous permet de relier les hauteurs de Ne ronTate et les me triques a l’infini:
h F$=h b i et rF$=r b i.
Le the ore me 1.1 de [Mo] implique que hFal(A)c7 log(h({)+2)+2h({)
c8 max[1, h({)], ou c7 et c8 sont deux nombres re els ne de pendant que
de g. Donc le the ore me 1.1 se de duit du the ore me 1.3 lorsque la polarisa-
tion est principale.
Conside rons maintenant le cas ge ne ral. Donnons-nous une varie te
abe lienne A de finie sur un corps de nombres k et munie d’un fibre en
droites ample et syme trique F. Notons H(F) le sous-groupe de A_(C)
constitue de tous les points p # A_(C) tels qu’on ait un isomorphisme
{p*F$F (cf. [Mu] p. 288. Ici _ de signe un plongement de k dans C).
Puisque F est ample H(F) est fini de cardinal /(A, F)2 (cf. [Mu]
p. 289). Quitte a ope rer une extension du corps de nombres k de degre
borne en fonction uniquement de /(A, F), nous pouvons supposer que
H(F) est stable sous l’action du groupe de Galois absolu Gal(k | k)=Gk .
Soit maintenant H un sous-groupe isotrope maximal de H(F). La
varie te abe lienne A$ :=AH est de finie sur k, admet un fibre en droites F$
ample syme trique de degre 1 tel que si l’on note : A  A$ l’isoge nie de
passage au quotient, on a un isomorphisme *F$ F (voir [Mu]
pp. 290291).
On trouve les identite s h F$ b =h F et &v&F=deg  &(v)&F$ . Comme le
degre de  divise /(A, F), la hauteur de Faltings semistable de A$ satisfait
hFal(A$)hFal(A)+log /(A, L), d’apre s le lemme 5 p. 358 de [Fa].
Il est maintenant clair que le the ore me 1.1 se de duit du 1.3.
1.3. Notations
Nous utiliserons des multi-indices dans N g. Exemple : t

=(t1 , ..., tg).
Nous e crirons aussi |t

| :=t1+ } } } +tg . Si v=(v1 , ..., vg) est un vecteur de
Cg nous noterons vt :=v t11 } } } v
tg
g .
Tout au long de ce texte nous allons employer des nombres re els
c1 , ..., c39 strictement plus grands que 1 et ne de pendant que de g. Leur
nume rotation sera progressive. De plus C sera un nombre re el ‘‘assez
grand’’ effectivement calculable en fonction d’un sous ensemble de l’en-
semble des quantite s cj . Il pourra e^tre choisi de manie re de finitive en fin
d’argument, mais son calcul explicite ne fera pas l’objet de ce travail.
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Ine galite de Liouville. Dans tout ce texte nous supposons fixe un
plongement _ de Q dans C. Rappelons que nous utilisons l’ine galite
e le mentaire suivante. Pour tout : # Q non nul, log |:|&dh(:), ou
d=[Q(:) : Q] et | } |=| } |_ est la valeur absolue de C associe e au plonge-
ment _.
1.4. Pre liminaires a la de monstration
Soit k un corps de nombres, K une extension finie de k. Choisissons
{ # Fg tel que la varie te abe lienne plonge e A=A({) soit de finie sur k.
La varie te abe lienne A est munie du fibre L4. Une base de
H0(A, L4) sur C est donne e par les fonctions (%m, 0(4{, 4z))m # R4 (cf.
[Da1] p. 138).
Hypothe se (H1) sur les corps k et K. En utilisant le the ore me 4.1 p. 135
de [Da1] nous pouvons supposer, sans perte en ge ne ralite , que k est e gal
au corps engendre par les relations diffe rentielles liant les fonctions abe liennes
(%m, 0(4{, 4z)%:(z))m # R4 , ou %:(z) # (%m, 0(4{, 4z))m # R4 est fixe e (ce corps
est note K dans cette re fe rence. L’indice : sera pre cise dans la suite). On
peut aussi supposer que K soit e gal a k(%m, 0(4{, 4v)%:(v))m # R4) ou
v # T0(A)_ C est un e le ment tel que expA(v)=q.
Nous regardons les sections k-rationnelles de L4 sur A comme des
combinaisons line aires des %m, 0(4{, 4z) a coefficients dans k et les sections
k-rationnelles de L4L (pour un entier rationnel positif L) comme des
polyno^mes homoge nes de degre L en les %m, 0(4{, 4z) a coefficients dans k.
Ainsi la hauteur d’une section k-rationnelle de L4L est pour nous la
hauteur du polyno^me correspondant au choix de base effectue ci-dessus.
Notons T0(A) l’espace tangent de A a l’origine. L’hypothe se (H1) impli-
que que T0(A) est un k-espace vectoriel de dimension g. De plus il existe
une k-base (de G. Shimura) (1 , ..., g) ainsi de finie :
(1 , ..., g)=\ z1 , ...,

zg+ %;({, 0) M({)&1, (5)
ou ; # R2 est choisi de manie re que |%;({, 0)| re alise le maximum des





zg\ b b + ,%g({, 0)z1 } } } %g({, 0)zg
248 FEDERICO PELLARIN
pour un choix opportun de fonctions the^ta %1 , ..., %g dans la collection
(%m, 0({, 0))m # R2 , tel que le rang de la matrice M({) est maximal (cf.
pp. 134135 de [Da1]).
1.4.1. La varie te abe lienne A_A. La varie te abe lienne A_A est dote e
du fibre inversible M de fini ainsi : si ?1 et ?2 sont les projections sur le
premier et sur le deuxie me facteur de A_A respectivement, M=
?1*L4?2*L4.
Nous avons plonge k dans C. L’espace vectoriel complexe T0(A_A)(C)
=T0(A_A)C se de compose en somme directe T0(A)(C)T0(A)(C) et
il est dote de la norme & }&M . Nous avons une base sur C, (1 , ..., 2g)
de finie par i+ g=g pour 1ig.
Fixons un entier positif non nul N<L2. Notons B la sous-varie te
abe lienne de A_A (de finie sur k et k-isomorphe a A) constitue e de tous les
points ( p, Np) pour p # A. Le fibre M induit par restriction un fibre sur B
dont l’image inverse par l’isomorphisme A  B est L4(N2+1).
Notons ($1 , ..., $g) la base de T0(A) de finie par image inverse de
l’isomorphisme A  B de la base (1+Ng+1 , ..., g+N2g) de T0(B)/
T0(A_A).
2. PREUVE DU THE ORE ME 1.3
Soit k un corps de nombres et K#k une extension alge brique finie avec
un plongement _: K  C fixe . Choisissons { # Fg tel que la varie te abe lienne
A=A({) soit de finie sur k, supposons de plus que k et K satisfont
l’hypothe se (H1). Notons h=max[1, h({)]. Soit q un point K-rationnel de
A qui ne soit contenu dans aucun sous-groupe alge brique propre de A.
On a:
h (q)!inf (6)
ou nous avons note :
!inf=min[1, c1(g) h(D(h+log D))&8g&3],
et c1>0 est une constante qui ne de pend que de g. Cette estimation se
de duit aise ment du the ore me 1.4 p. 511 de [Da2] (elle est en fait beaucoup
plus faible).
Posons L :=dh+log max[e, &log !inf ], soit ! un nombre re el positif
satisfaisant !inf<!L (remarquer que !inf<L). Soit C un re el 1 assez
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grand : une valeur pour C pourra e^tre de termine e en fonction de g unique-
ment, en fin d’argument. Notons [ } ] la partie entie re d’un nombre re el.
Nous de finissons les entiers et les re els positifs non nuls suivants, en
fonction de C:
L=[C g2+1D12L1(2(1+2g))!&1(2(1+2g))], T=[C2g2+ g+2DLh&1],
T0=[C2DLh&1], }=[C gL g(1+2g)!&g(2g+1)],
\=C2g2+2g+1DL( g+1)(1+2g)! g(2g+1), N=[- L]+1.
(7)
Noter que la condition !L implique }, L1.
Hypothe ses (H2). Nous supposons par l’absurde qu’il existe q # A(K )
satisfaisant:
(a) Le point q est d’ordre infini modulo toute sous-varie te abe lienne
propre de A.
(b) La hauteur canonique de q satisfait h (q)!.
(c) Le point q est ‘‘trop proche de l’origine’’: log r(q) &\&log(}g).
La condition (c) implique que pour j=0, 1, ..., g} on a r( jq)e&\.
D’apre s l’ine galite (6) il existe une constante c2>0, ne de pendant que de
g, telle que log(}g)c2(log C+L), ainsi pour C assez grand, en fonction
uniquement de g, on a \>log(}g).
Nous allons montrer que pour un choix opportun de C (en fonction
uniquement de g) on parvient a une contradiction: les deux conditions (a)
et (b) ne peuvent pas e^tre satisfaites au me^me temps.
Plus pre cise ment, nous construisons dans le lemme 2.1 une section 8 de
ML non nulle sur A_A et ‘‘alge brique’’ (un polyno^me de bi-degre
(L, L) en (%m1 , 0(4{, 4z))m1 # R4 et (%m2 , 0(4{, 4w))m2 # R4 , z, w # C
g), telle que
sa restriction a A$B (non nulle car L<N2) satisfait la proprie te suivante.
Les de rive es qui sont d’ordre T0 le long de la droite vectorielle D de ter-
mine e par un logarithme abe lien de q, et qui sont d’ordre T le long d’un
certain hyperplan complexe de T0(B) qui ne contient pas cette droite,
e value es en 0, q, ..., }gq sont tre s petites. On doit donc fixer une base trans-
cendante de T0(B)_ C sur C, c’est a dire une base qui n’est pas en ge ne ral
de finie sur Q .
Puisque les points 0, q, ..., }gq sont par hypothe se tre s pre s de l’origine
(cf. hypothe se (H2) ci-dessus) nous pouvons appliquer une formule d’inter-
polation pour les fonctions analytiques d’une variable complexe (jouant le
ro^le de lemme de Schwarz ‘‘approche ’’) dans cette droite D, sur des disques
centre s a l’origine, de rayons 0<r<R proportionnels a e&\ et e&\2
250 FEDERICO PELLARIN
respectivement. Il suit que la ‘‘partie quadratique’’ de la croissance analyti-
que de la fonction auxiliaire est ne gligeable (1). De plus, en comparant ces
proprie te s analytiques aux proprie te s arithme tiques des de rive es aux points
jq relativement a une base de Shimura de T0(B) fixe e, on de duit que la
section 8 s’annule a un ordre T+1 en ces points (lemme 2.2). Ceci
permet d’appliquer de manie re non triviale un lemme de ze ros (the ore me
2.1) et parvenir a contradiction.
Nous effectuons donc une ‘‘extrapolation’’ sur les multiplicite s le long de
la droite de Baker D avec le fait essentiel que la quantite log(Rr) est tre s
grande.
Commenc ons par estimer le maximum des valeurs absolues des matrices
de changement de base de de rivations, reliant une base transcendante
de finie ci-dessous a la base de Shimura.
Une base transcendante. Soient v=(v1 , ..., vg) les coordonne es dans la
base canonique de C g$T0(A)_ C d’un point v tel que expG(v)=q et
r(q)=&v&. Il existe une base de de rivations (D1 , ..., Dg) de T0(A)_ C avec
les deux proprie te s suivantes. (i) on a D1=v1z1+ } } } +vg zg . (ii) si
on note M1 la matrice de passage de la base (D1 , ..., Dg) a la base
(z1 , ..., zg), on a:
max[&M1&, &M &11 &]max[1, |v1 |, ..., |vg |], (8)
ou &M1& de signe le maximum des valeurs absolues des coefficients de M1 .
Tout au long de ce texte, fixons une de ces bases (D1 , ..., Dg).
Il existe deux constantes positives c3>c4>0 de pendant uniquement de
g telles que:
c4d &1h&1 max[ |v1 |, ..., |vg |]&v&c3 max[ |v1 | , ..., |vg |]. (9)
Pour prouver cet encadrement e le mentaire on peut appliquer les ine galite s
(4.4) p. 120 de [Ma1] en utilisant l’hypothe se { # Fg , la description de Fg
donne e p. 194 de [Ig], ainsi que le lemme matriciel de D. Masser (cf.
[Ma1] p. 115 et lemme 6.3 p. 158 de [Da1]). Donc max[&M1&, &M &11 &]
(1+c&14 ) dh max[1, &v&].
Soit M2 la matrice de passage de la base (z1 , ..., zg) a la base
($1 , ..., $g). En utilisant le lemme 4.14 p. 148 de [Da1] on prouve qu’il
existe une constante c5 ne de pendant que de g, telle que max[&M2 &,
&M &12 &]exp [c5dh+log N].
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1 Dans [Be] p. 34 on pourra remarquer qu’au contraire, Bertrand applique un lemme de
Schwarz sur des grands rayons 0<r<R proportionnels, et utilise de manie re essentielle la
croissance analytique des fonctions the^ta. De me^me pour [Phi-Wa1] et [Phi-Wa2].
Notons M la matrice de passage de la base (D1 , ..., Dg) a la base (z1 ,
..., zg). Nous avons:
max[&M&, &M&1&]exp[c6(log max[1, &v&]+dh+log N )]. (10)
2.1. Application du lemme de ThueSiegel
Posons U=\T0}. Fixons une fonction the^ta %:(z)=%:, 0(4{, 4z) (avec
: # R4) ne s’annulant pas dans le disque [z # C g avec &z&L(12) N&1e&\]
(En choisissant C assez grand en fonction uniquement de g on peut
toujours trouver un tel indice :).
Lemme 2.1. Il existe une constante c7>0 de pendant uniquement de g,
telle que si Cc7 et T, T0 , L, N, } sont comme dans (7), alors il existe une
section 8 # H0(A_A, ML) dont la restriction a B est non nulle, telle que





ou c8 et c9 sont deux nombres re els positifs ne de pendant que de g, et telle
que pour j=0, 1, ..., }g on ait:
|D t11 } } } D
tg
g 8( jv, jNv)(%:( jv) %:( jNv))
&L|e&U, (13)
pour tout multi-indice t

=(t1 , ..., tg) tel que 0t jT pour j=2, ..., g et
0t1T0 .
De monstration. Nous appliquons le lemme 6.1 de [Phi-Wa1]. Rappelons
ici son e nonce .
Lemme de Thue-Siegel. Soit (ui, j)1il, 1 jt une matrice de nombres
complexes de rang e. Soient h, m, u des nombres re els positifs tels que:
[2teh+m+u]eelh, (14)
max
1 jt { :
l
i=1
|ui, j |=em. (15)





1 jt {} :
l
i=1
ui, j ai }=e&u. (17)
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Posons u=U, h=UD, l=42gDL2g/(A_A, M), t=e=(T+1) g&1
(T0+1) et
m=c10(g) D(LN2}2!+(T+L)(dh+log(T+L+N))+D(!+h)), (18)
ou c10 est une constante qui ne de pend que de g; nous verrons plus bas
comment il faut la choisir.
Le premier pas consiste a expliciter la matrice (ui, j).
On peut trouver une base B=(#1 , ..., #D) de K sur Q telle que
h(1 : #1 : } } } : #D)c11 D(h+h(q)), ou h(q) est la hauteur projective de
q via le plongement induit par M. (utiliser, par exemple, le lemme 4.4
p. 255 de [Ma2]).
D’apre s [Man-Zar] The ore me 3.2, il existe une constante c12 , de pendant
uniquement de g et [k : Q], telle que pour tout p # A(k ) on ait
|h( p)&h ( p)|c12h. Ainsi la base (#1 , ..., #D) satisfait h(1 : #1 : } } } : #D)
c13 D(h+h L(q))c13D(h+!).
Nous avons une base B> de H0(A_A, ML) correspondante a des
mono^mes unitaires (M1 , ..., Ml>) de bi-degre (L, L) en (%m1 , 0(4{, 4z))m1 # R4
et (%m2 , 0(4{, 4w))m2 # R4 , line airement inde pendants sur C : ici le cardinal l
>
de B> est e gal a 42gL2g/(A_A, M).
Les l> fonctions abe liennes sur C2g, F1(z, w)=M1(z, w)(%:(z) %:(w))L, ...,
Fl>(z, w)=Ml>(z, w)(%:(z) %:(w))L sont C-line airement inde pendantes et
de finies en (z, w)=( jv, jNv) pour j=0, ..., }g. Suivant [Da1], the ore me
4.1, p. 135, nous travaillons avec ces fonctions abe liennes pour disposer
d’e quations diffe rentielles a coefficients dans k.
Nous construisons la matrice (ui, j). Apre s avoir fixe une indexation
de l’ensemble T des g-uplets (t1 , ..., tg) avec 0tsT pour s=2, ..., g et
0t1T0 , et une indexation pour l’ensemble E=B_B>, on pose:
(ui, j) i, j=(D t11 } } } D
tg
g #hFl( jv, jNv)) (h, l), ( j, t )
.
Nous devons montrer comment on peut choisir la constante c10 dans (18)
pour que (15) soit satisfaite.
Tout d’abord l’ine galite (10) implique (cf. lemme 3.1 de [Phi-Wa1]):
|Dt11 } } } D
tg
g #hFl( jv, jNv)|
exp[c14 T(dh+log N )] |#h$ t11 } } } $
tg
g Fl( jv, jNv)|
exp[c14 T(dh+log N )+c13D2(h+!)]
_|$ t11 } } } $
tg
g Fl( jv, jNv)|. (19)
Il ne nous reste qu’a majorer |$ t11 } } } $
tg
g Fl( jv, jNv)| pour 0tsT pour
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Appliquons l’astuce dite de ‘‘AndersonBakerCoates’’. Fixons j #
[0, ..., }g] et posons q$= j(q, Nq). De finissons les ope rateurs K-line aires
agissant sur les fonctions abe liennes K-rationnelles sur A_A:
$tq$ :=$
t1
1 } } } $
tg
g b {q$ ,
ou {q$ de signe la translation par q$ dans l’espace des fonctions abe liennes
sur A_A. Clairement $t Fl( jv, jNv)=$ tq$ Fl (0, 0).
D’apre s le the ore me 4.1 p. 135 de [Da1] on a que $tq$ Fl(z, w) s’e crit
comme un polyno^me P1 de bidegre (L+|t
| , L+|t

| ) a coefficients dans K
en (%m1 , 0(4{, 4z)%:(z))m1 # R4 et %m2 , 0(4{, 4w)%:(w))m2 # R4 dont la hauteur





|(h+log N )), ou
h(q$) est la hauteur projective absolue du point K-rationnel q$ a travers le
fibre inversible M.
Cette estimation est ve rifie e en observant que la translation {q$ dans
A_A peut s’exprimer par des formes de bidegre (2, 2), et que le polyno^me
{q$(F j) a son hauteur c17Lh(q$)+h.
On applique le the ore me 3.2 de [Man-Zar]. Comme j}g, |t

|
T(g&1)+T0 et h M( j(q, Nq))= j2h L4(1+N 2)(q)=4j2(1+N2) h (q), on ve rifie
que pour tout l, la hauteur h($ tq$ Fl(0, 0)) est infe rieure ou e gale a c18
(L}2N2h L(q)+(T+L) log(T+L)+Ldh+T(dh+log N )). Tenant compte
de h (q)! on a:
|$ t11 } } } $
tg
g Fl( jv, jNv)|
exp[c18D(L}2N2!+(T+L)(log(T+L+N )+Ldh))],
ou c18>0 est une constante qui ne de pend que de g. On combine cette
ine galite avec l’estimation (19) et on obtient le majorant (18) de
|D t11 } } } D
tg
g #hFl( jv, jNv)|.
Il s’agit ensuite de montrer qu’avec le choix de parame tres fait et pour
C assez grand en fonction uniquement de g, l’ine galite (15) est vraie, mais
ceci re sulte imme diatement du choix des parame tres (7).
Le lemme de ThueSiegel s’applique, et il existe des entiers rationnels
non tous nuls (aj, l)=(a1 , ..., al) satisfaisant les proprie te s (16) et (17). La







a j, l #j Ml .
Il est clair que l’ine galite (11) est satisfaite, et l’ine galite (12) de coule de (11)
en appliquant notre choix de parame tres (7). Le lemme 2.1 est de montre .
Cette section 8 que nous venons de construire a sa restriction 9 a B non
nulle. En effet la condition L<N2 (ve rifie e par le choix de parame tres
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(7)) implique que l’application de restriction H0(A_A, ML) 
H0(A, L4L(N2+1)) est injective. En particulier les l> fonctions abe liennes
sur C g, F1(z, Nz), ..., Fl>(z, Nz) sont C-line airement inde pendantes.
Les ine galite s (13) impliquent des majorations pour |Dt 9( jv, jNv)| pour
0t2 , ..., tgT, 0t1T0 et j=0, ..., }g. La formule de Leibniz s’applique
pour donner:
|Dt 9( jv, jNv)|exp [&U+c19T log T ]
_ max







[ |Dt $(%:(z) %:(Nz))L|].
Si D(0, R) est la boule de rayon R centre a l’origine de C g pour la norme
euclidienne, nous avons:
max
















[t$1 ! } } } t$g ! e\ |t |] max
z # D(0, e&\)
[ |(%:(z) %:(Nz))L|]
exp[T(log T+\+log(dh))+L
_log max[ |%m1 , 0(4{, 4z) %m2 , 0(4{, 4Nz)|,
(m1 , m2) # R24 , z # D(0, e
&\)]] (21)
exp[T(log T+\)+4? } 4e&2\L((N2+1) &I ({)&1&)+c20 &I ({)&]
exp[T(log T+\)+c21Ldh]. (22)
Pour obtenir le majorant (21) dans cette cha@^ne d’ine galite s nous avons
utilise l’ine galite (8) (pour nous ramener a la base de de rivations canonique
de T0(A)) et l’ine galite de Cauchy. Pour de duire le dernier majorant (22)
du majorant (21) nous avons utilise la premie re ine galite du corollaire 3.2
p. 125 de [Da1], et l’encadrement - 32&I ({)&c21 dh. Cet encadre-
ment de coule de la caracte risation de Fg donne e dans le paragraphe 4 du
chapitre 5 de [Ig] d’une part, et du lemme matriciel de Masser. Pour C
assez grand le terme proportionnel a e&2\ est ne gligeable.
Il existe donc une constante c22>0, ne de pendant que de g, telle que :
|Dt 9( jv, jNv)|exp[&U+c22(T(log T+\)+Ldh)], (23)
pour t

et j comme ci-dessus.
2.2. Comparaison de proprie te s arithme tiques et analytiques
Nous devons de montrer que 8 s’annule en jq pour j=0, ..., g}, a un
ordre T+1 le long de T0(B).
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Lemme 2.2. Il existe une constante c23>0 ne de pendant que de g telle
que, pour tout C>c23 , tenant compte du choix des parame tres (7) et des
hypothe ses (H2), la section 9 non nulle de H0(A, L4L(N2+1)) que nous





|T et pour tout point q$= jq avec j=0, ..., g}.
De monstration. Travaillons dans A munie du fibre L$L ou L$=
L4(N
2+1). La fonction 9(z) est entie re sur C g$T0(A)C et automorphe
pour le re seau 1A .
Estimations analytiques de de rive es de 9. La condition me trique (c)
dans les hypothe ses (H2) et l’encadrement (9) impliquent:
[0, v, 2v, ..., g}v]/D(0, c24 e&\).
Soit {=(0, {2 , ..., {g) # N g tel que 0{j pour j=2, ..., g et  gj=2 {jT,
conside rons l’ope rateur diffe rentiel D{=D{22 } } } D
{g
g . Soit g la fonction
d’une variable complexe:
g(z)=(D{9 )(v1z, ..., vg z).





pour tout 0k}g et tout 0tT0 , d’apre s l’ine galite (23).
Voici la formule d’interpolation dont nous avons besoin (cf. Lemme 2.3
de [Wa]).
Formule d ’interpolation. Soient r et R deux nombres re els satisfaisant
2r(12) R, soient t et k deux entiers positifs. Soit g une fonction




[ | g(z)|]2 max
|z|=R










g(k) }= . (24)
Appliquons cette formule d’interpolation avec r=&v&&1 e&\, R=&v&&1
e&\2, t=T0 et k=}g. Il est clair que pour C assez grand, de manie re
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de pendante uniquement de g, on a 2r(12) R. L’hypothe se (H2) impli-











5 } 18T0}g exp[&U+c22(T(log T+\)+Ldh)]
exp[&c25 \T0}+c26(T(log T+\)+Ldh)],
ou c25, c26>0 sont deux constantes de pendant uniquement de g.
Pour estimer le premier terme a droite de (24) nous devons d’abord
majorer max |z| =R[ | g(z)|]. On a:
max
|z| =R
[ | g(z)|]exp[T(log T+\2)] max
z # D(0, 2e&\2)
[ |9(z)|].
Nous avons utilise les me^mes principes que dans la preuve de la majoration
(21).
Reste a estimer la quantite maxz # D(0, 2e&\2) |9(z)|: on utilise les me^mes
principes que pour la preuve de la majoration (22). On applique la majora-
tion (11). On a que 9 est un polyno^me de bidegre (L, L) e value en
%m1 , 0(4{, 4z) et %m2 , 0(4{, 4Nz). La somme des valeurs absolues des coef-
ficients (dans K ) de ce polyno^me est majore e par:
42gL2g/(A_A, M)
_exp[c8 D(L}2N2!+(T+L)(log(T+L+N )+dh)+D(!+h))].
On applique une deuxie me fois le corollaire 3.2 p. 125 de [Da1] et on
obtient qu’il existe une constante c27>0 telle que:
max
z # D(0, 2e&\2)
|9(z)|exp[c27D(L}2N 2!+(T+L)(log(T+L+N )+dh)
+D(!+h))].
Nous avons ainsi prouve que
max
|z|=R
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Nous revenons maintenant a la fonction 9 en appliquant une dernie re fois
l’ine galite de Cauchy (une variable complexe).
Pour tout t

=(t1 , ..., tg) # N g avec 0t1 , ..., tg et |t
|T et pour tout
j=0, 1, ..., }g, on a:
|Dt 9( jv)|exp[&c30 \T0}+c32 D(L}2N2!
+(T+L)(log(T+L+N )+dh)+D(!+h)+T\)]. (25)
Cette dernie re ine galite est notre estimation analytique.
Estimations arithme tiques de de rive es de fonctions abe liennes. Les
estimations arithme tiques dont nous avons besoin sont essentiellement
e le mentaires. Travaillons avec la base de Shimura ($1 , ..., $g) de T0(A). Soit
9 une section non nulle de H0(A, L$L) a coefficients alge briques. Fixons
une fonction the^ta %:(z) # (%m, 0(4{, 4z))m # R4 . Soit t
=(t1 , ..., tg) # N g avec
0t1 , ..., tg et |t
|T, fixons un indice 0 j}g. Si $t (9( jv)(%:( jv)
%:( jNv))&L) est de fini alors c’est un nombre alge brique (the ore me 4.1
p. 139 de [Da1]) de hauteur majore e par:
h($t (9( jv)(%:( jv) %: ( jNv))&L))
h(s)+c18(L}2N 2!+(T+L)(log(T+L+N )+dh)).
Cette ine galite se de montre en utilisant les me^mes arguments que dans la
preuve du lemme 2.1. En particulier si 9 est comme dans le lemme 2.1,
alors
h($t (9( jv)(%:( jv) %:( jNv))&L))
c33(L}2N 2!+(T+L)(log(T+L+N )+dh)+D(!+h)).
Nous devons comparer ces estimations arithme tiques avec l’ine galite (25)
et nous devons minorer les denominateurs introduits. Pour faciliter
l’application du corollaire 3.2 p. 125 de [Da1] fixons la fonction the^ta %:(z)
de telle sorte que %:( jv), %:( jNv) n’est jamais nul pour j=0, ..., }g et que:
|%:( jv)|= max
m1 # R4
[ |%m1 , 0(4{, 4jv)|] et
|%:( jNv)|= max
m2 # R4
[ |%m2 , 0(4{, 4Njv)|],
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pour tout j=0, ..., }g : noter que ceci n’est pas restrictif. Ce n’est pas difficile
de prouver l’existence de %: , en choisissant C assez grand en fonction
uniquement de g.
Soit j avec 0 j}g, et t
 0
un e le ment de N g tel que ‘=$t 0(9( jv)(%:( jv)
%:( jNv))&L)){0. Supposons que |t 0
| soit minimal avec cette proprie te , et
supposons par l’absurde que |t
 0




$t 0 \ 9( jv)%:( jv)L %:( jNv)L+=
$t 09( jv)
(%:( jv) %:( jNv))L
.
Les minorations des fonctions the^ta du corollaire 3.2 p. 125 de [Da1]
impliquent, via le lemme matriciel de Masser: log |(%:( jv) %:( jNv))L|
&c34Ldh. L’ine galite de Liouville nous donne:
log |‘|&c33 D(L}2N 2!+(T+L)(log(T+L+N )+dh)+D(!+h)).
En combinant ces deux dernie res ine galite s nous obtenons notre minoration
arithme tique:
log |$t 09( jv)|
&c35D(L}2N 2!+(T+L)(log(T+L+N )+dh)+D(!+h)). (26)
Utilisons maintenant l’ine galite (10) et le lemme 3.1 de [Phi-Wa1] pour
minorer les de rive es de 9 de me^me ordre, mais dans la base (D1 , ..., Dg).







[ |Dt 9( jv)|]
&c36D(L}2N 2!+(T+L)(log(T+L+N )+dh)+D(!+h)+T\).
Nous avons utilise l’ine galite (25). Nous avons ainsi prouve qu’il existe une
constante c37>0 ne de pendant que de g telle que:
c30 \T0}c37 D(L}2N2!+(T+L)(log(T+L+N )+dh)+D(!+h)+T\).
Nous utilisons les de finitions des parame tres (7). On ve rifie ainsi que pour
tout C re el positif assez grand :
c30C2g
2+3g+3D2L2h&1c37(C2g
2+2g+1+C2g2+ g+2(log C) Lh&1) D2L.
C’est une contradiction. Puisque il est possible de choisir Cc23 en fonc-
tion uniquement de g (cela peut e^tre me^me fait de manie re partiellement




| est par hypothe se minimal, donc la
de monstration du lemme 2.2 est comple te.
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2.3. Conclusion : application d ’un lemme de ze ros
Rappelons le lemme de ze ros e nonce dans [Phi], the ore me 2.1, sous une
forme qui nous convient.
The ore me 2.1. Soient A=A({) une varie te abe lienne de dimension g
de finie sur un corps de nombres k, et munie d’un fibre en droites tre s ample
F=L$L. Soit 9 une section re gulie re non nulle de F et soit S un sous-
ensemble fini de A, contenant son origine 0. Notons S (g)/A l ’image de S g
par le morphisme d ’addition A g  A et supposons que 9 s’annule a un ordre
T+1 en tout point de S (g). Il existe alors une sous-varie te abe lienne H de
A, distincte de A, telle que l ’ine galite suivante soit satisfaite.
\[Tg]+ g&dim(H)g&dim(H) + Card \
S+H
H + dim(H)! /(H, F)g ! /(A, F) 2 g.
(27)
Nous travaillons avec S=[0, q, ..., }q]. Nous avons construit la section
9 de L$L (dans le lemme 2.2), qui est non nulle. Appliquons le the ore me
2.1. Il existe une sous-varie te abe lienne H de A, non e gale a A, telle que si
l’on note m (m>0) sa codimension dans A, on a:
T m Card \S+HH + /(H, F)c38Lm(N2+1)m,
pour une constante c38 qui ne de pend que de g. Observons que, comme
nous avons suppose q d’ordre infini modulo toute sous-varie te abe lienne
propre de A, on a }=Card(S+HH) et la dernie re ine galite induit une
contradiction pour C assez grand (de pendant de g).
Nous obtenons le the ore me 1.5 en posant !=CD&1g.
Remarque 3. On peut construire essentiellement la me^me fonction
auxiliaire en utilisant un processus plus simple, mais en obtenant un
re sultat moins pre cis que le the ore me 1.3. On applique d’abord un lemme
de ThueSiegel pour construire une fonction auxiliaire ayant une multi-
plicite uniquement a l’origine, puis on de montre que cette fonction
auxiliaire s’annule aussi a une multiplicite plus faible en tout point de petite
hauteur et tre s pre s de l’origine (c’est a dire qu’on ne suppose pas qu’un de
ses logarithmes abe liens soit dans une direction privile gie ).
La fonction auxiliaire obtenue s’exprime comme un polyno^me homoge ne
dans un anneau de coordonne es projectives opportun, de degre proportion-
nel a L1(2(1+2g))!&1(2(1+2g)), et la multiplicite en tout point pre s de l’origine
et de hauteur canonique ! est proportionnelle a DLh&1.
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On utilise ensuite le me^me argument de comptage en choisissant un
point q, et en prenant S=[0, q, ..., }>q] avec }> proportionnel a L g(1+2g)
!&g(2g+1) dans le lemme de ze ros: on ne peut pas utiliser tous les ze ros de
la fonction auxiliaire essentiellement parce que l’ensemble des points de
petite hauteur non nulle n’a pas une structure de groupe.
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